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基于数字图像相关的PMMA有限宽板圆孔应力集中研究

刘雯雯，王得志，段琨煜，王志
(郑州大学力学与安全工程学院，郑州 450001)

摘要： 有机玻璃[聚甲基丙烯酸甲酯(PMMA)]因其优异的性能在许多领域都得到广泛应用，以其为原材料的开孔

构件会因孔边应力集中而导致结构的强度降低甚至失效。目前对于无限大板下圆孔应力集中的理论分析已经成熟，

但对于有限宽板，由于自由边界和有限区域的存在，仍难以对圆孔孔边的应力分布进行精确计算。为了探究带孔

PMMA有限宽板的孔边应力集中规律，针对PMMA材料，通过数字图像相关(DIC)对有限宽板下不同直径的圆孔孔边

应力集中分布规律进行研究，实验结果表明：在固定板宽的情况下，随着孔径的增加，孔边最大应力集中系数提高，但

圆孔远端应力低于板件所受平均应力，从而出现孔边应力趋于线性分布的现象。结合应力流原理对该现象进行了分

析，并基于实验数据对有限宽板修正解进行验证，确定了有限宽板修正解的适用范围为：孔径/板宽之比Q ≤ 0.3。考

虑到离面位移对2D-DIC测量小变形的应变带来的误差，结合孔边区域应变电测法与2D-DIC对比试验结果，提出了

一种依据离面影响因数来确定取值范围的方法，从而获得准确的应变数据。
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Research on stress concentration in circular holes under finite-width PMMA plate based on digital image correlation
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Abstract ： Polymethylmethacrylate (PMMA) is widely used in many fields due to its excellent properties，and the open-hole 

components using it as the material can lead to the strength reduction or even failure of the structure due to the stress concentration 

at the hole edge. The theoretical stress concentration analysis in circular holes under the infinite plate was well established. 

However，for the finite-width plate，it is still difficult to accurately calculate the stress distribution at the hole edges of circular holes 

due to the existence of free boundaries and finite regions. To investigate the stress concentration law at the hole edge of PMMA 

finite-width plate with holes，the stress concentration distribution law at the hole edge of circular holes with different diameters 

under the finite-width plate by digital image correlation (DIC) for PMMA material was explored. The experimental results indicate 

that in a fixed width of the plate，with the increase of the diameter of the holes，the maximum stress concentration factor of the hole 

edge is increased，but the stress at the distal end of the holes is lower than the average stress applied of the plate，thus the phenome‐

non of linear distribution of the hole edge stresses appears. This phenomenon was analysed using the principle of stress flow，and 

based on the experimental data to validate the finite-width plate revised solution，it was determined that the applicable range of the 

finite-width plate revised solution is：ratio of diameter/plate-width Q ≤ 0.3. Considering the error brought by off-surface displace‐

ment to the strain of small deformation measured by 2D-DIC，combining the results of the comparison test between the strain gauge 

and 2D-DIC in the area of the hole edge，a method to determine the range of values based on the off-surface influence factor was 

proposed，to obtain the accurate strain data.
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塑料工业的快速发展为现代社会带来了轻量

化、多功能化和低成本的材料解决方案。其中，聚

甲基丙烯酸甲酯(PMMA)，以其高透明度、优异的耐

候性和易加工性，在航空航天、军工、汽车等工程领

域得到了广泛应用，包括潜艇观察窗[1]、复合装甲[2]、

汽车外饰[3]和飞机座舱盖[4]等。然而，随着应用领域

的不断拓展，PMMA构件面临的工况也日益复杂，

例如经常会作为开孔构件进行使用。而开孔会造

成孔边区域的应力集中，从而减少构件的寿命甚至

造成结构的破坏。目前已有许多学者针对开孔结

构问题进行了研究。刘欢等[5]提出了一个理论模

型，用于分析远程双轴载荷作用下有限厚度的圆孔

板中的应力集中；董治男等[6]基于 Mori-Tanaka 方

法，预测了单向和二维 2种分布形式的短纤维复合

材料应力-应变曲线，并通过试验方法分析不同区域

纤维取向对开孔板力学性能的影响；盖迪等[7]对湿

热环境下不同宽径比的带孔CFRP层合板进行了拉

伸实验，研究了其破坏形貌、应力-应变曲线以及强

度退化情况；鲁晓锋等[8]通过应变电测法测量了在

拉伸作用下孔径玻纤拉挤带孔板的应力集中情况，

求出了孔边特定点的应力情况。Zhang等[9]研究了

位置角对带双孔的CFRP层压板的拉伸性能以及应

力集中的影响。

数字图像相关技术(DIC)是一种非接触的测量

方法，有着全场测量、对环境要求低等特点，不少学

者也利用该技术对圆孔的应力集中进行了研究[10-13]。

然而，目前对于带孔板的应力集中实验研究大

都基于无限大板的条件下进行，且研究的重点集中

在孔边的应力集中处，很少对应力分布的情况进行

讨论。因此，笔者对不同孔径圆孔的有限宽板进行

单轴拉伸实验，通过数字图像相关技术获得试样的

应变分布，得到应力集中系数，结合应力流理论对

不同的孔径-板宽比下圆孔对应力集中的影响规律

进行分析。同时，针对孔边区域的离面位移，提出

了一种有效的取值方法进行了准确取值。

1 基本原理

1. 1　DIC原理

DIC是一种非接触、全场性的力学测量技术，如

图1所示，在参考图像中的感兴趣区域(ROI)内选定

某一计算点 P(x，y)，并以其为中心建立计算子区。

假设变形前后计算子区的灰度不发生改变，且试样

被处理为随机散斑，可认为不同计算子区的灰度值

各不相同，那么在变形后的散斑图像中以该计算子

区为窗口寻找变形后的相似点P'(x '，y ')，即可获得

该点的位移量，通过计算得到ROI内所有计算点的

位移值，即可获得ROI的位移场和应变场。

除此之外，由于孔洞内的背景噪声会发生变

化，导致DIC会将背景噪声的变化当作变形信息一

起记录并进行计算，从而产生错误的位移和应变数

据。因此，在对图像分析前，还需基于形态学填充

法对图像进行预处理[14-15]，即将孔洞内的区域分割

出来，将该区域的像素值标记为零，在后续计算过

程中该区域不参与相关计算，从而提高DIC的计算

速度和对孔洞边缘应变的计算精度。

在对比参考图像和变形图像时，DIC需借助相

关函数来评价对比子区的相似程度。考虑到相关

函数需具有可靠性、抗干扰性，笔者采用零均值归

一化互相关函数[16]进行分析，见式(1)。
C=

∑
i=-M

M ∑
j=-M

M ( )f ( )xi，yi - f̄ ( )g ( )xi'，yi' - ḡ
∑
i=-M

M ∑
j=-M

M ( )f ( )xi，yi - f̄ 2 ∑
i=-M

M ∑
j=-M

M ( )g ( )xi'，yi' - ḡ 2

(1)

式中：(2M + 1) × (2M + 1) 为矩形计算子区的

大小；f ( xi,yi )为参考图像中计算点 ( xi,yi )处的灰度

值；g ( xi',yi')为变形图像中计算点 ( xi',yi')处的灰度

值；f̄和 ḡ分别为参考图像和变形图像中计算子区的

平均灰度值。C代表了变形前后图像的相关性，其

取值区间为[0，1]，当函数结果为1时，表示参考点和

变形点完全相关，成功匹配；反之，当函数结果为 0

时，参考点和计算点完全不相关。

1. 2　带圆孔板件的孔边应力分布与应力集中系数

根据弹性力学，一块带有圆孔的无限大薄板在

两端无穷远处受到均布拉应力 q的作用下，以圆心

(a) Reference image (b) Target image

p(x, y) p(x, y)

u

v

p′(x′, y′)

图1　数字图像相关原理图

Fig. 1　Schematic of DIC

78



刘雯雯，等：基于数字图像相关的PMMA有限宽板圆孔应力集中研究

为原点建立直角坐标系，如图2所示。

则圆孔附近的应力表达式见式(2)。
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式中：σr，σθ，τθr分别表示径向应力、环向应力和

剪切应力；θ为与拉伸载荷方向的夹角；q为薄板远

端受到的拉应力；a为圆孔的半径；r为圆孔周围区

域上任意一点与圆心的距离。

在所有应力中，最大应力为环向应力，其分布

在圆孔左右两侧，根据式(2)可得出孔边沿着 x轴的

环向应力分布，见式(3)。

σθ|θ = 90° = q
2 (1 + 2a2

r2 + 3a4

2r4 ) (3)

由上式可得出最大应力值为 3q，且应力值在 x

轴上随着远离圆孔逐渐减小并在无穷远处趋

向于q。

对于带有圆孔的无限大板，可用弹性力学理论

求出其精确解。然而，对于带有圆孔的有限宽板来

说，板件带有自由边界且属于有限区域，圆孔处横

截面积有限，这就使得带有圆孔的有限宽板的孔边

应力精确解难以求出。对此，有学者从无限大板和

有限宽板的圆孔孔边应力分布的相似性出发[17]，对

应力分布函数引入修正系数，则有限宽板下圆孔孔

边沿着x轴的应力分布函数见式(4)。

σ̄θ|θ = 90° = μ é

ë
ê
êê
ê q2 (1 + 2a2

r2 + 3a4

2r4 )ùûúúúú (4)

式中：μ为孔边应力分布函数的修正系数，为一

待定参数。

假设板件宽度为B，圆孔半径为 a，板件受到均

布载荷 q的作用，由于圆孔截面处的应力之和应等

于板件端部所受载荷，则有式(5)。

∫
a

B
2
σ̄θ|θ = 90° dr = μ ∫

a

B
2
σθ|θ = 90° dr = qB

2 (5)

对上式进行积分并化简，可得式(6)。
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式中：Q为带圆孔有限宽板的特征参数。

为更好地探究有限宽板下的孔边应力集中规

律，还引入应力集中系数(SCF，简称 K)进行分析。

SCF反映着材料的应力集中程度，指的是在弹性范

围内，应力集中处的最大应力值σmax和选取的基准

应力值之比，笔者选取试样实验段两端的截面作为

基准面，则该截面受到的拉应力 q作为基准应力，

见式(7)。

K = σmax
q (7)

1. 3　应力流原理

应力流理论常常被用于解释缺口的应力集中

现象[18-19]，如图 3所示，当带孔板件的两端受到均布

载荷q的作用时内部会产生应力。应力在介质内部

中传递、转移，那么与磁感线类似，可将应力的传递

比作水流，即应力流。当应力流在物体内部穿行时

若遇到孔洞，则流动的方向会向孔洞两侧绕行，造

成孔洞附近的应力流之间的距离减小，从而形成应

力集中。

q

r

2a

θ

y

x

图2　无限大平板中圆孔的应力分布图

Fig. 2　Stress distribution schematic of circular hole in infinite plate

(a) Plate without holes

(b) Plate with hole

q

q

q

q

图3　应力流模型

Fig. 3　Stress flow model
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2 实验部分

2. 1　主要原材料

有机玻璃浇铸件，其材料为 PMMA，密度为

1.16 g/cm3，厚度为2 mm，温州御涂达有限公司。

2. 2　主要仪器及设备

电子万能试验机：WDW-5C，上海华龙测试仪

器有限公司；

CCD数字摄像机：堡盟电子有限公司；

DIC软件：上海大学。

2. 3　试样制备

拉伸性能测试试样参照 GB/T 1040.1-2018 标

准，并在同一板材上分别沿着 0°，45°和 90°进行机

加工取样。

带孔试样由有机玻璃板材按照图4所示尺寸进

行机加工得到，试样分为5组，每组试样的圆孔直径

分别为 2，4，6，8，10 mm。试样经过喷漆处理，表面

带有高对比度的白底黑点随机散斑。

2. 4　实验方法

拉伸性能以及带孔试样的准静态拉伸参照GB/

T 1040.2-2006进行，加载速率为1 mm/min；对于带

孔试样的拉伸实验，相机放置在试样带有散斑面的

前方，相机镜头距试样表面约50 cm，并保持与试样

表面平行，如图 5所示。在对图像进行形态学预处

理后，沿着孔边的取值线进行应变取值，每个取值

点的间隔为1个像素，如图6所示。

对于 DIC 测量结果的精度验证是必要的。由

于试样的厚度远远小于试样的长度和宽度，可忽略

厚度对应变的影响，试样的正面与背面的平面应变

是相同的。因此，还引入了电测法进行对比试验。

如图7所示，在试样的背面粘贴应变片，实验过程中

应变片与 DIC 进行同步测量。实验结束后，通过

DIC处理软件在与应变片对应的试样正面区域中心

位置处，设置与应变片相同长度的虚拟引伸计，将

应变片的结果与虚拟引伸计的测量结果进行

对比。

3 结果与讨论

3. 1　有机玻璃原材料的拉伸测试分析

不同取样角度下试样的应力-应变曲线以及失

效应力-应变关系图分别如图8和图9所示。可以发

现，不同角度下 PMMA试样的应力-应变曲线并无

太大区别，且其失效应力-应变的分布十分集中。据

此可推断，该PMMA的分子链为随机排列，因此各

个方向上的物理性能一致，为各向同性材料。除此

R
 8

.1
3

D

50

45

160

3
0

2

2
0

图4　试样尺寸图(mm)

Fig. 4　Schematic of specimen dimension(mm)

Specimen

Tensile testing 

machine

Camera

图5　DIC系统及万能试验机

Fig. 5　DIC system and universal testing machine

图6　应变取值线示意图

Fig. 6　Schematic of strain sampling line

Camera

Specimen

Corresponding 

position of strain

gauges

Virtual

extensometer

Strain gauge

图7　对比实验示意图

Fig. 7　Schematic of comparison experiment
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图8　不同角度下PMMA试样的应力-应变曲线

Fig. 8　Stress-strain curves of PMMA specimens at different angles
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之外，还得到 PMMA 的弹性模量 2.81 GPa、泊松比

0.3，以及拉伸强度39.12 MPa。

3. 2　对比实验的结果分析

不同孔径下，孔边区域应变测量的对比如图10

所示，并将应变片所测应变作为真实应变。由图10

可以看出，在较小应变值的范围内，2D-DIC与应变

片的误差与波动性较大。而在达到一定的应变值

后，DIC与应变片的误差达到最小，保持稳定在10%

及以下，笔者将该应变值定义为最小取值应变εM。
图 11 为不同孔径所对应的最小取值应变 εM。

根据 Sutton[20]的研究，测量平面产生的离面位移会

使得2D-DIC难以对小变形进行准确测量。若要用

2D-DIC测量小变形(ε ≤ 0.001)，最大离面位移和相

机光心到试样距离的比值需远小于试样的应变。

由图11可看出，即使是直径为2 mm的孔径，其对应

的 εM 也大于 0.001，且 εM 随着孔径的增大而提高。

由于本文已对图像进行预处理，可排除孔洞的背景

噪声产生的误差。因此，笔者推断，孔边区域由于应

力集中引起的变形会进一步加剧离面位移的产生。

对于离面位移对测量的影响可以用 3D-DIC来

解决，然而，在一些情况下，由于场地和实验条件的

限制，2D-DIC相较于3D-DIC更有优势。此外，有学

者利用双反射镜成像技术[21]，实现单相机的3D-DIC

测量，但操作繁琐，计算量较大。倘若不要求对小

应变的测量，那么只需确定 2D-DIC 的准确应变取

值范围。对此，笔者提出一种 2D-DIC 孔边应变准

确取值的简便方法，定义一种离面影响因数η = D
S，

其定义为圆孔直径D与相机镜头到试样表面距离S
之比，用于表征圆孔尺寸对离面位移的影响，而本

文实验过程中相机与试样的距离一直保持在 50 
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图9　不同角度下PMMA试样的失效应力-应变关系

Fig. 9　Failure stress-strain relationship of PMMA specimens at

different angles
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Fig. 10　Comparison of DIC and strain gauge measurements at different diameters of holes
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cm 左右。将η与 εM 的关系进行拟合，得到图 12及

式(8)，那么在使用2D-DIC对圆孔孔边进行测量时，

通过计算η得到相应的εM，在大于εM的范围即可得

到准确的孔边应变数据。

εM = 0. 193η + 0. 000 855 2 (8)

3. 3　有限宽板下圆孔孔边的应力集中系数分布

实验结果方面，依据3.2节，在孔边应变大于最

小取值应变的范围进行取值。由于PMMA为各向

同性材料，且实验过程中材料一直处于弹性范围，

可直接通过胡克定律求出实际情况下的孔边 SCF

分布，并将式(7)与式(4)结合，得到式(6)中不同特征

参数Q在有限宽板下圆孔孔边的K值修正解分布以

进行对比。最后得到 DIC 测量结果与有限宽板修

正解的对比，如图13所示。

可以看出，当Q为 0.1，0.2 时，DIC 测量结果与

修正解十分吻合，而此时的修正解与无限大板下孔

边的应力分布情况基本一致，这一现象符合局部性

原则，即圆孔对应力集中的影响主要集中在距孔边

1.5 倍孔径的范围内(即Q＜0.25)，在此范围外的圆

孔对应力集中的影响可忽略不计，此时带圆孔的有

限宽板可看作无限大板的情况。

值得一提的是，目前对有限宽板孔边应力分布

提出的修正解，实质上是将有限宽板下的应力分布

进行范围限制，再将无限大板下的孔边应力分布水

平乘以某一系数，从而实现圆孔截面应力总和与板

件所受载荷的平衡。然而，在实际情况下，随着Q值

的增加，孔边的K值分布更趋向于线性分布：当Q为

0.3和0.4时，实验得出K值在距离孔边0~5 mm的范

围内明显大于无限大板时的K值，但与修正解的结

果相比仍有着较高的一致性，该范围内修正解还能

对孔边的应力分布进行准确描述；超出了该范围

后，实验所得的应力集中系数开始下降至低于理论

解。在Q=0.5时，实验结果的K值分布已接近线性

分布，此时即使是修正解也不符合实际情况。

除此之外，为进一步验证实验结果的有效性，

本文还将实验结果与公式(9)式所示经验公式[22]的

结果进行对比。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

K' = 3 - 3. 14 ( )DW + 3. 667 ( )DW 2
- 1. 527 ( )DW 3

K = K' W
W - D

(9)

式中：K'是以圆孔截面为基准面时的孔边最大

应力集中系数；K是以板件在所受载荷处的截面为

基准面时的孔边最大应力集中系数；D和W分别为

圆孔直径和板件宽度。

对比结果见图 14和表 1，实验结果与经验公式

的平均误差为 4.69%，这也进一步说明了实验结果

的有效性。

根据 1.3 应力流原理，在板件宽度有限的情况

下，留给应力流动的区域也是有限的，随着孔径的

增加，孔洞中心剖面留给应力流动的面积也进一步

被压缩，孔洞附近的应力流会更密集，应力流的间

距也会更小，即特征参数的增大造成孔边最大应力

集中系数Kmax的增大。而对于有限宽度下圆孔对远

端应力流产生影响，由表1可知，当Q ≥ 3时，距孔洞

远端处的最小应力集中系数Kmin明显小于1，说明该

处的应力值小于板件所受到的平均拉应力。笔者

推测这是由于特征参数Q的增加使得圆孔更能吸引

远处的应力流向孔边区域移动，从而导致圆孔附近

区域的应力流更加密集、圆孔远处的应力流变得稀

疏，最终导致了板件边缘处的K值小于1。
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图11　圆孔尺寸与εM的关系

Fig. 11　Relationship of circular hole's diameter and εM
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4 结论

通过 2D-DIC研究了有限宽板下不同直径的圆

孔对应力集中的影响规律，并与电测法进行对比，

得出以下结论：

(1)圆孔变形会造成孔边区域产生离面位移，且

离面位移与圆孔尺寸成正相关，从而影响二维DIC

对孔边测量的精度。对此，提出了一种离面影响因

数η，通过建立关系式确定离面影响因数所对应的

最小取值应变，可得到二维DIC对孔边应变的准确

取值范围。

(2)随着特征参数Q的增加，孔边的最大应力集

中系数 Kmax也会随之增大，当Q ≥ 0.3，圆孔远端的

应力值低于试样所受平均应力，且孔边的应力趋向

于线性分布，因此有限宽板修正解只适用于Q ≤ 0.3

(a) Q=0.1 (b) Q=0.2 (c) Q=0.3

(d) Q=0.4 (e) Q=0.5
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图13　不同Q值下圆孔孔边应力集中系数的分布

Fig. 13　Distribution of stress concentration factor around circular holes at different Q
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Fig. 14　Comparison of DIC with oretical result

表1　不同特征参数Q和不同位置下的应力集中系数

Tab. 1　Stress concentration factors for different characteristic 

parameters and different locations

Q

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Kmax

2.85

3.15

3.20

3.62

4.29

Kmax

1.02

0.99

0.86

0.83

0.81

Relative error between
Kmax and empirical formula/%

5.74

5.40

4.55

2.73

5.04

Notes：Kmax is the Maximum SCF of edge of circular hole；Kmax is 

the minimum SCF of edge of specimen.
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时的情况。该现象产生的原因是特征参数Q的增加

使得圆孔对应力流的吸引力增大，造成了圆孔远端

的应力流分布变得稀疏。

(3)本研究为有限宽板下不同孔径圆孔的孔边

应力分布提供了数据支持，后续应继续深入针对有

限宽板下圆孔孔边应力分布的理论研究，并开展有

限宽板下圆孔孔边的结构优化和补强措施的研究

工作。
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